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1. A mechanikatargya

A maszaki éetben fontos a mozgéas elenségek megfigyelése, leirasa, a mozgést kivalto oknak a
meghatarozasa, ill. a mozgasoknak a miszaki feladat szerint megszabott biztositasa. Mindezek
modszereit és térvenyeit targyalja a mechanika

Roviden: a mechanika az anyagi testek mozgasaval és erfkkel foglalkozd tudomany.

2. Alapfogalmak

Az anyagi test fogama

A mechanikéban vizsgalt testek a geometriaban vizsgalt testektdl abban kiilnbdznek, hogy mindig
anyagi testek. atest anyagisagat atémeg (slrlseg) fejezi ki. Az anyagi testet kontinuumnak tekintjik,
ami azt jelenti, hogy az anyag atest alakja dtal kijelolt teret folytonosan tolti ki. A legegyszer(bb az az

anyagi test, amelynek alakja a mozgas sordn nem vatozik. Az ilyen testet merev testnek nevezzik.
Merev test esetén atest barmely két pontjanak atévolsaga dlando: AB=all.

1. dbra

V ektorosan felirva a merev test kritériumat:

2
Pog Lag = |£AEI|' |£.E-.EI|' cos 0g :|£AEI|
T asl= 4l

A mozgas fogama

Az anyagi test mozgasan annak egy merev testhez rogzitett koordinata-rendszerhez, egy un.
vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitott helyzetvatoztatasat értjuk.



megfigyelt
test

vonatkoztatasi rendszer

2. dbra

Az erd fogama

Erdnek nevezzik két test egymasra gyakorolt hatasat, ha annak kovetkeztében a testben mozgasallapot-
valtozas vagy alakvaltozéas kovetkezik be. Jele:F, mértékegysége N (kN, MN, GN). Két test egymésra
gyakorolt hatasa | étrej6het kozvetlen érintkezéssel vagy érintkezés nélkl.

K 6zvetlen érintkezés esetén felszini erdkrol beszéllink. Az érintkezés torténhet:

egy felllet mentén => felllet mentén megoszl 6 erbrendszer (p [N/m])

3. dbra

egy é mentén => & mentén megoszl 6 erbrendszer (p [N/m] ).



4. dbra

egy pont mentén => koncentralt erd

S —

5. dbra

Haakét test egymasra gyakorolt hatasa kbzvetlen érintkezés nélkdl jon 1étre, akkor tomegerdrdl vagy
térfogati erdrol beszél link.

Az erdt harom adat jellemzi: nagysag, irany és értelem, azaz az erd vektormennyiseg:

|F|=500MN
E
/ SN
tamadaspont  éntelem Irany
6. dbra

Egy testre egyidejlleg tobb erd is hathat. Az egyugyanazon testre hat6 erdk dsszességét erbrendszernek
nevezzik.

3. A mechanika vizsgdati médszere

Merev testek, €l mentén megoszl 6 erdrendszerek, koncentralt erdk a val 0sdgban nem |éteznek, csak jol
megkozelitik azt. Mindezek modellek. A mechanika vizsgalati modszere a mechanikai modell alkotasa.
Ez Ugy torténik, hogy a val 0s&g teljes bonyolultsaga helyett a vizsgdlando testnek csak avizsgalat
szempontjabol |ényeges tulajdonsagait tartjuk meg, a tébbit elhanyagoljuk. ez a mechanikai modell.



Ugyanazon testnek mas és mas modell felel meg, ha kiilonb6z0 jelenségeket vizsgdunk.

4. A mechanika felosztasa

A mechanika két fo részre oszlik: a kinematikara és a dinamikara. A kinematika a mozgas leirasaval, a
dinamika a mozgas megmagyarézasaval foglalkozik. A dinamikatovabbi két részre bonthato: a

kinetikéra és a statikéra. A kinetikaa mozgést kivalto okokat kutatja. A statika a mozgas egy kulonleges

esetének, anyugalomnak avizsgalataval, feltételeinek elemzésével foglalkozik.

Mechaniks

Hinematika
(leitédz)

Diramika
(okkeresés)

Statika
(ML)

Mereyw testek
statikaja

5. Erdk osszevonasa ill. felbontasa Osszetevokre

Szilard-
sagtan

7. dbra

Kinetika
(mozgd)




- két, az erdvel kozos sikban fekvd (nem parhuzamos) hatésvonal irdnyaba.
- harom, nem egy kozos sikban fekvd hatasvonal iranyaba.

Az erd sikbeli felbontasa

F.=Fcos @
F=Fsin ¥

8. dbra

a 8. dbraaapjan az F erd skalar komponensel az x és az y tengely iranyaban.

Az erd felirdsa: F = Fx i + Fy | vagy oszlopvektor form§dban (matrix):

A komponensek eldallithatok a matematikdban tanultak szerintis:. Fx =Fi ésFy =F|

Az erd nagysaga:

|E|: F = |::-:2+ F.f

Szokés skalar komponensekrdl (Fx ,Fy ) és un. vektorkomponensekrdl is beszélni. Fx = Fxi ésFy = Fy |.

Az erd térbeli felbontasa



9. dbra

A sikbeli felbontashoz hasonléan F=Fx i+ Fy | + Fz k.

Térbenisirhato: F=F cosa, F=F cosb, F=F cosg, ahol a,b ésg az F vektor hatésvonal anak
(iranyanak) az x, y és z tengelyekkel bezért szbgei. Szamitasuk:

cosafa=Fx/F; cosbeta=Fy/F; cosgamma=Fz/ F ahol

F= VB R B
avektor abszolUtértéke.

Erok 0sszeadasa szerkesztéssal:



i

E
Fs
srerkezets abra veltordbra
10. dbra
Erok kivonasa szerkesztéssd:
32
Rl k&
FrE=RrBeR |
Fs
srerkezet abra velttorabra

11. dbra



1.2. A statika alaptételei:

Az erd statikai nyomateka:

1. Fogalma, fajtai, az eldjelszabdy

2. A nyomateki tétel

1. A statika alaptételei

A mechanika-hasonléan a tébbi természettudomanyhoz-al aptétel eit megfigyel ések és tapasztalatok
alapjan dlitottafel. Ezen megfigyel ések és tapasztal &sok vizsgdlata olyan egyszer(l tételekhez vezetett,
amelyek tovabb mér nem elemezhetdk. Az igy kapott kdnnyen érthetd és meggydzo tapasztal ati
torvények az alaptételek, amelyeket bizonyitas nélkil igaznak fogadunk €.

1. alaptétel

Newton I11. axiomaja, az akci6-reakcio elve, amely kimondja, hogy két testnek egymasra gyakorolt
hatasa mindig egyenld egymassal, de ellentétes értelmd.

Pl.:
1S T
O b e
Y
12. dbra
2. daptétel

A testre hat6 két erd akkor és csakis akkor van egyenstlyban, ha a két erd hatdsvonala kdzos, nagysaga
azonos és értelme ellentett.



13. dbra
3. alaptétel

K 6z0s tdmadaspontu erdrendszer mindig helyettesithetd egy vele egyenérteki egyetlen erdvel, az
eredovel. Az eredd erd:

E:E1+E2+F3: F .
tamadéaspontja megegyezik a kdzos tdmadasponttal .

4. alaptétel

Csak merev testre igaz. Merev testen tamado erérendszer hatasa nem valtozik, ha hozzdadunk vagy
elvesziink beldle egy mésik, 6hmagaban egyensilyban |évd erbrendszert.



14. dbra

A tétel kovetkezménye: merev testen tamado erdk hatdsvonaluk mentén eltolhatdk, azaz a
tamadaspontnak nincs jel entdsége.

5. dlaptétel

Kapcsolatot teremt a statika és a szilardsagtan kozott. Kimondja, hogy ha barmilyen szilard test arahat6
kilsd erdk hatéséara alakvaltozast szenved majd ismét nyugalomba kertil, akkor ebben a deformalt
allapotaban helyettesithetd egy vele egyez0 alaku merev testtel.

Ty 3

7 7

srilard test merev test



15. dbra
2. Az er® statikal nyomatéka

Amikor két,egyméshoz csavarkotéssel rogzitett lemeznél a csavaranyét villaskulccsal meghuizzuk, a
villaskulcsra hato F erd forgatd hatast valt ki. Ennek aforgatdhatasnak a mertéke egyenesen aranyos az
erd nagysagaval, és az erd hatdsvonadnak a forgasponttdl mért tavolsdgaval.

16. dbra

Vizsgdljuk meg mindezt altalanosan. Legyen adott egy O pont kordl elforgathatd lemez. M Okddtessiink
rajtaegy F erdt. A lemez az erd hatasara elfordul.

Altalanosan kimondhatjuk: az elfordul&s sikja az erdvektor és a pont dtal meghatarozott sik, az
elfordul as tengelye pedig az O ponton atmend, a sikra merdlegest-t tengely.

Tehat az erd forgatd hatassal rendelkezik. Az erd forgat6 hatasat a statikai nyomaték meri. Ennek
meértekéll az M = F - k szorzatot vezetjik be, ahol:

M: az F erd t tengelyre vett statikai nyomatéka

k: az erd karja (at tengely és az erd hatdsvonaa kdzotti normaltranzverzalis)

Az erd statikai nyomatékanak meértékegysége: Nm.

Alkalmazott el6jelszabdly: az a nyomaték pozitiv, amely felllrdl nézve az ramutaté jarasaval ellenkezd
értelemben forgat. (A jobbmenet( csavarndl ardgzités negativ, az oldés pozitiv forgatébnyomatékkal
torténik.)

A statikai nyomatékot nemcsak tengelyre, hanem pontrais szamithatjuk. A t tengely O pontjara
szamitott nyomatékvektor:

M=rxF.



Az M vektor az r és F vektorok sikjara merdleges Ggy, hogy r, F és M jobb sodrasu koordindtarendszert
alkot. A nyomaték nagysaga: |[M| = |F| |r| sinf = F - k . A vektorszamitas az er6 nyomatékanak
forgatéértelmét egyértelmien meghatarozza.

A tengelyre és a pontra vett statikai nyomatékok kdzott kapesolat dl fenn, miszerint: at tengelyre vett
nyomaték az O pontra vett nyomatékvektornak at tengelyre esd vetllete. A pontravett nyomatéek zérus,
ha az erd hatasvonala &megy a ponton. A tengelyre vett nyomatéek zérus, ha az erd hatdsvonala metszi a
tengelyt, vagy parhuzamos atengellyel.

Nyomateki tétel:

Az erd valamely pontra szamitott nyomatéka egyenl 6 a komponensek ugyanezen pontra vett
nyomatékanak dsszegével.

Masképpen: egy erdrendszer ereddjének nyomatéka a sik barmely pontjéra ugyanakkora, mint az erdk
ugyanazon pontra vett nyomatékainak dsszege.

Az O pontra vett nyomatékvektor:

17. dbra

De: akomponensekkel M =Fy - x - Fx -y =p F k.
igy: pF=x-F-vy-F,tehd anyomatéki tétel igaz.

K 6z6s ponton atmend erdrendszer esetén a nyomatéki tétel: az erbk nyomatékanak algebrai 6sszege
barmely pontra zérus.



|.3. A kényszerek fogalma, fajta

K 6z0s metszéspontu erdk egyensilya:
|. Két erd egyensulya

2. Harom erd egyensilya

|. A kényszerek

A testek mozgasat sokszor kotottsegek korlatozzak. A leggyakoribbak a geometriai kotottsegek,
amelyek esetén atestek egy adott merev nyugvo fellleten vagy gorbén mozoghatnak. Ilyen jelleg
kényszerkapcsolat van pl. a hid egyik végének arogzitésénél, ahol a hid goérgbkon tdmaszkodik atalgjra.
A hid mésik vége csukloval rogzitett.

L |

iz e

18. dbra

Kényszernek nevezzilk a mozgast gétl6 elemeket, vagyis mindazokat a kapcsolatokat, eréhatésokat,
amelyek egy test mozgasat korlatozzak vagy megakadalyozzak. Azokat az erdket, amelyeket atestre a
kényszerek fejtenek ki, kényszererdknek vagy reakcioerdknek, atestet terhel 6 ismert erdket pedig aktiv
erbknek nevezzik. A kényszerkapcsolatokbdl, alehetséges elmozduldsokbdl kdvetkeztetni lehet a

kol csonhatasként jel entkezd kényszererdkre.

A kényszerek targyalasakor feltételezzik, hogy az érintkezo testek felllete toké etesen sima.

A kényszerek fajté

|. A megtdmasztas:

olyan kényszer, amelynél atestet egy masik testre helyezziik.



elmozdulas

Q0s M
B elmozdulas

19. &ora
Miutan az érintkezd fellletek tokél etesen ssimék, ezért a k6zos érintdsik iranyaban nem |ép fel erd-igy

tehét atest ebben az iranyban €l is mozdulhat-emiatt a fel Uletek egymast kol csondsen a kézds normalis
iranyaban nyomjak. Vagyis a megtamasztasna fellépd kényszererd mindig normalis iranyu. Jel 6l ése:

7
I

20. abra
A megtamasztas | ismeretlent jelent: az erd el §jeles nagysagéat.

2. A sikcsuklo:

olyan kényszer, amely az egyik testnek egy masik testhez régzitett csap kordili elfordul ését teszi
lehetbvé.

21. dbra

Miutan a csukl6 csak tengely kordli elfordulast tesz |ehetbvé, elmozdulast pedig nem, ezért a
kényszererd atengelyre merdleges sikban helyezkedik e, és atmegy a csukld geometriai kozéppontjan.

Jele:



Yy K
7 77
Ky
22. dbra

3. Gombcsukl 6:

olyan kényszer, amely egy testnek egy masik testhez képest mozdulatlan pont kordli elfordul ését teszi
lehetdveé.

23. dbra

Mivel atest elfordulhat a pont kordl, de el nem mozdulhat, ezért a kényszererd egy olyan térbeli erd,
amely &megy ezen a ponton.

Jele:

7

24. dbra



A gbmbcsukl6 hdrom ismeretlent jelent: egy térbeli erd nagysagét és iranyat.
4. A befogés:
olyan kényszer, amely egy testet a megfogas helyén mereven rogzit a helytallé kornyezethez.

7 |

1 I

25. dbra

Miutan a befogas nemcsak elmozdulast, hanem elfordul st sem tesz |ehetbve, ezért afellépd sikbeli
kenyszererdn kivil egy nyomaték is ébred a kényszer hatasaként. Ebbdl kdvetkezik, hogy a befogas
barmilyen tetszdleges erdrendszer dtadasara alkalmas,ill. barmelyik erérendszerrel képes egyensulyt
tartani.

Jel Ol ése:

Ky

26. dbra
A sikbeli befogéas 3 ismeretlent jelent: egy sikbeli erd iranyat, nagysagat és egy nyomatékot.
A térbeli befogéas 6 ismeretlent jelent: egy térbeli erdt (3) és egy nyomatékvektort (3).
5. A rad:

Osszetett kényszer, amelyet stilytalannak tekintlink. Alakjalehet egyenes vagy sikgdrbe. A rad csak
akkor tekinthetd kényszernek, ha csak a végein kap terhelést. A csak avégein terhelt rad akkor lehet
egyenstlyban, ha a kényszererd radirdnyd. A rud egy olyan test, amelynek az egyik mérete (a
hosszmenti) |ényegesen nagyobb a mésik kettdnd (a keresztmetszetndl).

A rud 1 ismeretlent jelent: az erd el djeles nagysagat.



27. dora
Rudirany: arud két végpontjat 0sszek6td egyenes.
6. A kotél

A kényszerkent alkalmazott kétél sulytalan, nyUjthatatlan és tokéletesen hajlékony. A kétélben ébredd
kényszererd mindig kotéliranyu. Az egyensuly feltétele, hogy a kétél hiazott legyen.

Jele

A kotél 1 ismeretlent jelent: a hUzoerd nagysagét.

A statika a merev testek tartds nyugalmi helyzetének feltételével foglalkozik. A testek egyensulyéat
mechanikal kényszerekkel biztositjuk, ui. atest az aktiv erdk és akényszererok hatasara lesz
nyugal omban.

2. K6z6s metszéspontU erdk egyensilya

A kb6z0s tamadaspontu, n erdbdl all6 erdrendszer ereddje (a statika 3. alaptétele alapjan):



Vezessik be a:

F:-ﬂ_ }{1 Fﬂ: }{2 Fxn: }{‘n
F = Ty Py Y P = T
FI‘1_Z'1 FIE_ZE an:Zn

Az egyensllyi erGrendszer egy specialis erdrendszer, amelynek hataséra a testek mozgasallapotéban
nem kovetkezik be valtozés (Newton |. axiom§a).Egyensilyi erbrendszer esetén az eredd erd zérus. R =
0.

A felirhat6 3 skalar egyenlet:

Ry= ) X;=0
R?: Z ¥ =0 egvensilyl egyenletek
R,= ) Z,=0

Két erd egyensilya

A mésodik alaptétel szerint atestre hatd két erd akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha a két erd
hatasvonal a k6zds, nagysaga azonos és értelme ellentett.




29. dbra
Héarom erd egyenstlya

Harom erd egyensulyat visszavezetjik ket erd egyensulyara, ezért a hdrom erd kozil tetszoleges kettot
az ereddjével helyettesitjik. Viszont a harmadik alaptétel szerint két erd csak akkor helyettesithetd
egyetlen erdvel, ha a ket erd metszi egymast, azaz k6zos sikban vannak. Ez esetben az eredd is
ugyanebbe a sikba esik. Evvel az ereddvel a harmadik erd csak Ugy tarthat egyensilyt, ha az ereddvel
koz0s sikba esik, vagyis haa harmadik erd is az el6bbi két erd sikjaban fekszik.

Hérom erd egyensilyanak el sd feltétele tehdt, hogy a hdrom erd egy kdzos sikba essék.

ElGszér az F1 és F2 erdk ereddjét hatdrozzuk meg. Az eredd vektorét a vektorharomszég adja, és az
eredd keresztilmegy a két erd M metszéspontjan. Egyensuly csak akkor lehet, ha F3 kdz0s egyenesbe
esik az F12 ereddvel, és F3 ugyanakkora csak ellentétes értelmi mint F12, vagyis F3 = - F12. A
vektorharomszog F12 vektoranak helyébe az F3-at rgjzoljuk. Léthato, hogy egyensily esetén a
vektorhdromszog folytonos nyilfolyammal zarédik.

Tehat hdrom erd egyensilyanak feltételei:
1. hatasvonaluk egy pontban metszddik
2. vektorharomszoguk zarédik és folytonos nyilfolyamu.

és ezekb0l kovetkezden hatdsvonal uk kozos sikban van



|. K6z0s sikban fekvd négy erd egyensulya
Adott: egy erd nagysaga, iranya, értelme és vele k6zos sikban 1évd hdrom erd hatasvonala.

Feladat: a harom adott hatdsvonalon mikodd erfk meghatarozasa Ugy, hogy a kapott negy erd
egyensllyban legyen.

A feladat egyértelmien nem megoldhatd, vagyis hatarozatlan, ha mind a négy erd kzos ponton megy
keresztiil. Ha csak hdrom erd megy ét egy kozés ponton, a negyedik pedig kilonall6 erd, akkor pedig
nem lehet egyensuly.

|. Culmann-féle szerkesztd eljaras

31. dbra
A négy erd egyensulyét harom erd egyensulyéra vezetjik vissza:

F+F1+F2+F3=0F+F12+F3=0F12=5

Az F1 ésF2 erdk ereddjérdl azt tudjuk, hogy atmegy az 1 és 2 hatdsvona metszéspontjan, de az igy
maradt hdrom erd egyensullyanak feltétel e tobbek kozott a kozos metszéspont,igy F12-nek az F és F3
metszéspontjan is at kell mennie, igy ismertté valik az F12 eredd hatdsvonala, az Un. segédirany. A
kapott hdrom erdvel megszerkesztve a zarédo, folytonos nyilfolyamu vektorsokszoget, F1, F2 és F3
meghatarozhat6. A médszer alkalmas egy erd harom sikbeli komponensre torténd felbontasérais.

2. A Ritter-féle szamito6 eljaras



32. dbra

Jeloljik ki két-két ismeretlen erd hatasvonaldnak metszéspontjat. Az igy kapott pontok (P1, P2, P3) a
vonatkozo erdk fopontjai. Pl. a P2 fépont az F2 erd fépontja. irjuk fel anyomatéki egyensilyi
egyenleteket a fopontokrailleszkedd, a szerkezet sikjara merdleges tengelyre.
Pl. F2 erd meghatarozasa:
> M= F+f F 20
Y.

Az eljaras elonye, hogy afelirhatd egyenletekben csak egy ismeretlen van, a kiszamitando erd.
1.6 Az erOpér:

1. Fogalma és jellemzoi

2. Erdpérok 0sszegzése

3. KOzo6s siku erd és erdpar ereddje

1. Parhuzamos erdk

A parhuzamos erdkbdl dl6 erérendszer az erérendszerek egy specialis esete.



33. dbra

Az eredd erd: F = F1 + F2 +....+ Fn dapjan meghatarozhato, vagyis ismert az eredd erd nagysaga,
iranya, értelme. Ismeretlen viszont a hatdsvonala, mivel az erbk metszéspontja a végtelenben van. A
feladat tehét az eredd hatasvonal egy pontjanak meghatarozasa, melyen keresztll a parhuzamos erdk
hatasvonalaval parhuzamost hiizva megkapjuk az eredd erdt. Ezen pont meghatérozasat a nyomatéki
tétel alkalmazasaval oldjuk meg. A kiindulés az, hogy az eredd hatasvonalara az erbrendszer nyomatéka
zérus kell, hogy legyen, mivel az eredd egyetlen erd.

a./ Ké parhuzamos hatasvonal i, megegyez6 értelmi erd ereddje
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34. dbra

A szerkesztés menete: az egyik erd vektorat ramérjik a masik hatasvonalara és viszont. Majd az egyik
vektor kezdBpontjét 6sszekotjik a méasik vektor végpontjaval ésviszont. Az igy kapott (P) pont valoban
az eredd hatdsvonadnak egy pontja, mert akét haromszég hasonl 6sagabadl:

Fl/F2=a2/al=>Fl-al=F2-a2=>F2-a2-Fl1-al=0=SMi
Az eredd hatasvonala mindig a két erd hatésvonala kdze esik.

b./ Két parhuzamos hatasvonald, ellentétes értelmu erd ereddje
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35. dbra

A szerkesztés menete ugyanugy torténik, mint a megegyezo értelma erdknél. Itt isfelirhato a két kapott
haromszog hasonl 6saga al apjan:

F2/Fl=al/a2=>Fl-al=F2-a2=>Fl-al-F2-a2=0=SMi
Az eredd hatasvonala a két erd hatasvonala dltal hatérolt sdvsikon kivil a nagyobbik erd oldalan van.
2. Az erdpar

K ét egyenld nagysagu, parhuzamos hatasvonal U és ellen- tétes értelma erdbdl all6 erérendszert
erdparnak nevezzik. A két parhuzamos erd sikot hataroz meg, ez az erdpéar sikja.

36. abra

Haaz erGpér egy olyan merev lemezen hat, amely a sikjaramerdlegest tengely koril elfordulhat, akkor
az erdpara merevtestet aforgastengely kortl el fogjaforgatni, vagyis az erdpar forgatOhatassal,



nyomatékkal bir. Hatarozzuk meg az erdpart alkoto erdknek a nyomatékat az O ponton &meno, az
erfpar sikjaramerdlegest tengelyree M =Fa+F (k-a) =FKk

F: az egyik erd nagysaga, az eropar alapja
k: az erbpart alkoto két erd merdleges tavol séga, az erdpar karja

Ha a nyomatékot egy masik tengelyre irjuk fel:

37. dbra

M = F (atk) - F a=F k => természetesen ugyanazt az 6sszefliggest kapjuk. Az eredménybdl két fontos
megdll apitast tehetlink:

- A nyomaték nagysaga nem flgg az a mérettdl, vagyis nem fligg aforgastengely helyzetétdl. Az erbpar
nyomatéka a sikjara meroleges valamennyi tengelyre ugyanakkora.

- Az erdpar nyomatékat az egyik erdnek és az erbk merdleges tavolsaganak szorzataadjaa M = F Kk .

Tehét az erOpért a sikja és anyomatéka jellemzi. Az €l6z6ekbdl kovetkezik, hogy az erdpart a sajat
sikjaban parhuzamosan elcstisztathatjuk, elforgathatjuk, ill. a sgjat sikjaval parhuzamosan is eltolhatjuk.
Bizonyitas nélkil is belathatd, hogy az erbpar forgatd hatasa a sikjara merdleges barmely tengely kordl
valtozatlan marad.

Ha ugyanazon sikban, vagy parhuzamos sikokban hat6 két erGpar nyomatékanak dsszege zérus, akkor a
két erBpar egyensulyban van. Ebbdl kévetkezik, hogy ha kdzos sikban vagy parhuzamos sikokban
mOkodo két erdpar nyomatéka egyenl 6, akkor a két erfpar egyméssal egyenértékl. Az
egyenértéklséghdl kovetkezik, hogy az erparnd sem az erének, sem a karnak kilén-kilén nincs



jelentdsége. A kettd szorzata, anyomaték a fontos jellemzd.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy az erbparnak harom meghatarozo jellemzdje van:

- sikjanak dllasa

- aforgatd hatés, a nyomaték értelme

- anyomaték nagysaga.

Tehét az erOpér egy vektorral jellemezhetd. Az erbpar nyomatékvektora az erdpar sikjanak

normélvektora iranyaba mutat. Nagységa F - k. Ertelmét Ggy vessziik fel, hogy anyilbol nézve a
forgéasnak az 6ramutaté jarasaval ellentétesnek kell lennie (jobbmenetl csavar).

38. dbra
Miutan a nyomatékvektor egyértelmien megadja az erfpart, ezért a statikdban koncentralt eréparokkal
foglalkozunk, ahol F és k értéke |ényegtelen, csak M afontos. Ertelmezésénél fogva az erdpér

nyomatékvektora nem kotétt vektor-szemben az erévektorral -, hanem szabad vektor, ui. atér barmely
pontjahoz hozzarendel hetd.

Az erOparok nyomatékvektorai az erdvektorokhoz hasonldan, a vektoralgebra szabalyai szerint
0sszegezhetok: M = M1 + M2

Az erdpér, hasonl6an az erdhoz 6ndllo terhelés. A testeket tehat erdk és erdparok terhelik.
K6z0s siku erd és erdpar ereddje

Tétel: Kozos sikban fekvd erd és erbpar mindig helyettesithetd egyetlen erdvel vagyis a kozos siku erd
és erOpar ereddje egyetlen erd.

Ennek igazolasa a kovetkezd abran 1&thato:



centralis egyenas

39.ab,c,d dbra

A merev testre F k nyomatéku erdpar és atest A pontjaban az erdpar sikjaval parhuzamos F erd hat.
Feladat az adott erdrendszer ereddjének a meghatérozasa. A megoldés |épései:

1. Az F k nyomatéeku erfpart parhuzamosan eltoljuk az A ponton &mend sikba,és itt helyettesitjik Fx =
Fk erGpéarral.

2. Ezt az Fx erdpart - a c. dorédnak megfeleléen - az adott F erd hatdsvonaldba gy toljuk €l ,hogy az
erdpar két erge kozil az adott F erd hatasvonalaba az F erdvel ellentétes értelma erd kertiljon.

3. Az A pontban a két F nagysagu erd egyensulyt tart. Ezek a negyedik alaptétel értelmében elhagyhatok,
igy ereddul egyetlen F erd marad ,parhuzamosan eltolt helyzetben. Az eltolas mértéke: x = F1 - k / F.

Az erd etolasakor olyan helyzetbe kertil, hogy az eltolt hatésvonall F erd az adott A ponton &mend és a
sikra merdleges tengely korul agy forgat mint az adott F k nyomatéku erfpér forgatott. A szabalyt igy
fogal mazhatjuk meg:

Az erd és avele parhuzamos siku erdpér ereddje egyetlen erd, éspedig az adott erdvel egyezd erd,
parhuzamosan eltolt helyzetben; ennek az eltolt helyzet( erdnek a nyomatéka atér barmely pontjara
egyenld az eredeti erGrendszer (az A ponton a&mend erd és az erdpar) ugyanerre a pontra szamitott
nyomatékaval. Az eltolt helyzetben |évd eredd erd hatésvonalét centrdlis egyenesnek nevezik. igy a
szabdly masképpen is fogalmazhatd: Egy erd és vele parhuzamos siku erdpér ereddje egyetlen erd,
amelynek hatédsvonala a centralis egyenes (a centralis egyenes: a végsd redukd és eredményeként kapott



egyetlen erd hatdsvonala).

A feladat megforditasa az erd athelyezése, redukdésa: Ha az er6t 6nmagaval parhuzamosan Uj helyzetbe
toljuk el, akkor mell§je tarsul egy erdpar. Az eltolt helyzetl erdnek és az erbparnak egyttes hatasa
azonos azzal a hatéssal, amit az eredeti erd az eredeti helyén fgjt ki a merev testre.

40. dbra

Helyezzik & az A pontban hato F erdt az O pontba. Eredmeény: az O pontban az F erd ésegy M = F-k
erOpér, amely az eredeti (A pontbeli) F erbvel azonos értelemben forgat O pont kordl.



1.6 Az erOpér:

1. Fogalma és jellemzdi

2. ErBparok dsszegzése

3. KOzo6s siku erd és erdpar ereddje
1. Parhuzamos erok

A parhuzamos erdkbdl dl6 erérendszer az erérendszerek egy specidlis esete.

33. dbra

Az eredd erd: F = F1 + F2 +....+ Fn dapjan meghatarozhato, vagyis ismert az eredd erd nagysaga,
iranya, értelme. |smeretlen viszont a hatdsvonala, mivel az erbk metszéspontja a végtelenben van. A
feladat tehat az eredd hatasvonal egy pontjanak meghatarozasa, melyen keresztll a parhuzamos erok
hatasvonalaval parhuzamost hiizva megkapjuk az eredd erdt. Ezen pont meghatérozasat a nyomatéki
tétel alkalmazasaval oldjuk meg. A kiindulés az, hogy az eredd hatasvonalara az erérendszer nyomatéka
zérus kell, hogy legyen, mivel az eredd egyetlen erd.

a./ Ké parhuzamos hatasvonal i, megegyez6 értelmi erd ereddje
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A szerkesztés menete: az egyik erd vektorat ramérjik amasik hatésvonalara és viszont. Majd az egyik
vektor kezddpontjat dsszekotjik a masik vektor végpontjaval ésviszont. Az igy kapott (P) pont valOban
az eredd hatadsvonalanak egy pontja, mert a két haromszég hasonl 6sagabal :
Fl/F2=a2/al=>Fl-al=F2-a2=>F2-a2-F1-al=0=SMi

Az eredd hatasvonala mindig a két erd hatésvonala kdze esik.

b./ Ké parhuzamos hatasvonald, ellentétes értelmi erd ereddje
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35. dbra

A szerkesztés menete ugyanugy torténik, mint a megegyez06 értelmi erdknél. Itt isfelirhatd a két kapott
haromszog hasonl 6saga al apjan:

F2/Fl=al/a2=>Fl-al=F2-a2=>F1-al- F2-a2=0=Szumma(Mi)
Az eredd hatasvonala a két erd hatasvonala dltal hatérolt sdvsikon kivil a nagyobbik erd oldalan van.
2. Az erOpér

K ét egyenl® nagysagu, parhuzamos hatasvonalu és ellen- tétes értelma erébdl allo erérendszert
erBparnak nevezzilk. A két parhuzamos erd sikot hatéroz meg, ez az erdpér sikja.



36. abra

Haaz erOpér egy olyan merev lemezen hat, amely a sikjara merdlegest tengely koéril elfordulhat, akkor
az erbpara merevtestet aforgastengely kortl el fogjaforgatni, vagyis az erdpar forgatOhatassal,
nyomatékkal bir. Hatdrozzuk meg az erdpart alkotd eroknek a nyomatékat az O ponton amend, az
erOpér sikjaramerdlegest tengelyre M =Fa+F (k-a) =Fk

F: az egyik erd nagysaga, az erdpar alapja

k: az erbpart alkoto két erd merdleges tavolsaga, az erdpar karja

Ha a nyomatékot egy masik tengelyre irjuk fel:




M =F (at+k) - F a=F k => természetesen ugyanazt az 6sszefliggést kapjuk. Az eredménybdl két fontos
megal | apitést tehetiink:

- A nyomaték nagysaga nem fligg az a mérettdl, vagyis nem fligg aforgastengely helyzetétdl. Az erbpar
nyomatéka a sikjara merodleges valamennyi tengelyre ugyanakkora.

- Az erdpar nyomatékat az egyik erdonek és az erbk merdleges tavolsaganak szorzataadjaa M = Fk .
Tehat az erOpéart a sikja és anyomatéka jellemzi. Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy az erdpart a sajét
sikjaban parhuzamosan elcstisztathatjuk, elforgathatjuk, ill. a sgjat sikjaval parhuzamosan is eltolhatjuk.
Bizonyitas nélkil is belathatd, hogy az erdpar forgatd hatasa a sikjara merdleges barmely tengely korl
valtozatlan marad.

Ha ugyanazon sikban, vagy parhuzamos sikokban hat6 két erbpar nyomatékanak dsszege zérus, akkor a
két erbpar egyensulyban van. Ebbdl kévetkezik, hogy ha kdzos sikban vagy parhuzamos sikokban
mOko6do két erdpar nyomatéka egyenl 6, akkor a két erfpar egyméssal egyenértékl. Az
egyenértékséghdl kovetkezik, hogy az erbparnd sem az erdnek, sem a karnak kilén-kilén nincs
jelentBsege. A kettd szorzata, a nyomaték afontos jellemzo.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy az erbparnak hdrom meghatarozo jellemzdje van:

- sikjanak dlésa

- aforgaté hatés, a nyomaték értelme

- anyomaték nagysaga.

Tehat az erbpér egy vektorral jellemezhetd. Az erbpar nyomatékvektora az erdpar sikjanak

normélvektorairanyaba mutat. Nagysaga F - k. Ertelmét gy vesszilk fel, hogy anyilbdl nézve a
forgasnak az éramutato jarasaval ellentétesnek kell lennie (jobbmenet( csavar).

38. dbra



Miutadn a nyomatékvektor egyértelmien megadja az erfpart, ezért a statikdban koncentralt eréparokkal
foglalkozunk, ahol F és k értéke |ényegtelen, csak M afontos. Ertelmezésénél fogva az erdpér
nyomatékvektora nem kotott vektor-szemben az erdvektorral-, hanem szabad vektor, ui. atér barmely
pontjahoz hozzarendel hetd.

Az erdparok nyomatékvektorai az erdvektorokhoz hasonléan, a vektoralgebra szabalyai szerint
0sszegezhetok: M = M1 + M2

Az erdpér, hasonl6an az erdhtz 6ndllo terhelés. A testeket tehat erdk és erdparok terhelik.
K6z0s siku erd és erdpar ereddje

Tétel: Kozos sikban fekvd erd és erbpar mindig helyettesithetd egyetlen erdvel vagyis a kozos siku erd
és erOpar ereddje egyetlen erd.

Ennek igazolasa a kovetkezd abran 1&thato:

centralis egyenas

39.ab,c,d dbra

A merev testre F k nyomatéku erdpar és atest A pontjaban az erdpar sikjaval parhuzamos F erd hat.
Feladat az adott erdrendszer ereddjének a meghatarozésa. A megoldés |épései:

1. Az F k nyomatéeku erbpart parhuzamosan eltoljuk az A ponton &mend sikba,és itt helyettesitjik Fx =



Fk erfparral.

2. Ezt az Fx erdpart - a c. doranak megfeleléen - az adott F erd hatdsvonaldba ugy toljuk €l ,hogy az
erOpar két erge kozil az adott F erd hatasvonalaba az F erdvel ellentétes értelma erd kertiljon.

3. Az A pontban a két F nagysagu erd egyensulyt tart. Ezek a negyedik alaptétel értelmében elhagyhatok,
igy ereddul egyetlen F erd marad ,parhuzamosan eltolt helyzetben. Az eltolas mértéke: x =F1 - k / F.

Az erd eltolasakor olyan helyzetbe kertil, hogy az eltolt hatésvonalll F erd az adott A ponton &mend és a
sikra merdleges tengely kordl Ugy forgat mint az adott F k nyomatéku erdpar forgatott. A szabalyt igy
fogal mazhatjuk meg:

Az erd és avele parhuzamos siku erfpér ereddje egyetlen erd, éspedig az adott erdvel egyez0 erd,
parhuzamosan eltolt helyzetben; ennek az eltolt helyzet( erdnek a nyomatéka atér barmely pontjara
egyenl 0 az eredeti erérendszer (az A ponton atmend erd és az erdpar) ugyanerre a pontra szamitott
nyomatékaval. Az eltolt helyzetben |évé eredd erd hatasvonal ét centrélis egyenesnek nevezik. igy a
szabaly masképpen is fogalmazhat6: Egy erd és vele parhuzamos siku erdpar ereddje egyetlen erd,
amelynek hatédsvonala a centralis egyenes (a centrélis egyenes: a végsd redukal as eredményeként kapott
egyetlen erd hatasvonala).

A feladat megforditasa az erd éthelyezése, redukdésa: Ha az erét nmagaval parhuzamosan Uj helyzetbe
toljuk el, akkor mell§je tarsul egy erdpar. Az eltolt helyzetl erdnek és az erBparnak egyttes hatésa
azonos azzal a hatéssal, amit az eredeti erd az eredeti helyén fejt ki a merev testre.

40. dbra

Helyezzik & az A pontban hat6 F er6t az O pontba. Eredmeény: az O pontban az F erd ésegy M = F-k
erfpar, amely az eredeti (A pontbeli) F ervel azonos értelemben forgat O pont kordl.



1.8 dtalanos sikbeli éstérbeli erdrendszerek:
1. Eredgjeill. redukédasa

2. Egyensilya

1. Sikbeli erbrendszer ereddje és egyensilya
1./ K&z6s metszéspontl erdrendszer

Eredo:

R=F1+ ...+ Fn(nagysaga, iranya)

Rx = Szumma(Xi)

Ry = Szumma(Y'i)

Hatdsvonadnak egy pontja: a kdzos metszéspont. Szerkesztéssel: a vektorpoligonnal kiszerkesztett
ereddvel parhuzamost hiizunk a kdzos metszésponton keresztl:

Eq

41. dbra
Egyensily esetén: R = 0 azaz Szumma(Xi) = 0 Szumma(Yi) =0,
2./ Altaldnos sikbeli erdrendszer

Eredd: az erérendszer redukéltja a sik egy tetszdleges pontjaba altalanos esetben egy erd és egy, asikra
merdleges vektoru erfpar (ami tovabb redukahato egyetlen erévé): [R;M ] . Szerkesztéssel:



42. dbra

Szamitéssal:
Rx = Szumma(Xi) és Ry = Szumma(Y'i)
M = Szumma (r x Fi) + Szumma (Mj) = M0z k

Mivel R és M egymasra merdlegesek, ezért a kozos siku erd és erdpér ereddjének meghatarozasanal
tanultak szerint helyettesithetd egyetlen egy erdvel. Egyensily esetén: [R; M | =[0; 0] azaz

Szumma(Xi) =0

Szumma(Yi) =0

Szumma(Mi) +Szumma(Mj) = Szumma(xi Yi -yi Xi)+SzummaM = 0

3./ Sikbeli parhuzamos erdérendszer

Eredd: meghatérozasa hasonldan torténik, mint az atalanos erérendszer esetén. Itt azonban |ehetdség

van egyszerUsitésre, ui. a szamito eljaras soran az egyik koordinata-tengelyt-pl. az y tengelyt-a k6zos

erbirannya parhuzamosan vesszik fel, igy minden x irdnyu 0sszetevd eleve zérus. Az eredd tehat: [R;

M] = [Szumma(Yi i; MQ].

Szerkesztésnél az eredd erd meghatérozasat egyszerl algebrai 6sszegzéssel végezhetjik el. Az eredd
hatasvonalanak egy pontjét un. kotél sokszog-szerkesztéssel dlitjuk eld.
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43. dbra

2. Altalanos térbeli erdrendszer ereddje és egyensilya Redukdjuk amerev test P1, P2,...,Pn pontjain
tamado F1, F2,..., Fn térben szétszort erdket. Az erfrendszer redukalasa ugyanugy torténik mint sikbeli
esetben, vagyis az 6sszes erdt ahelyezzik egy tetsz0legesen kivalasztott O pontba

44. dbra

Az erbknek az O pontbaval6 athelyezése utén ott R= Szumma Fi eredd erét és M = Szumma(ri X F)+ S
Mj nyomatéeku eredd erdpart kapunk. Az R erd és M nyomatekvektor Y szoget zarnak be, melynek
nagysagaaz R M = |R||M|cosY egyenletbdl szamithato.

cospszi=(R-M)/ |R|M|]=(X-Mx +Y My +Z:-Mz) / R-M.

L ehetseges esetek:

1./R*0ésM =0 az eredd egy erd.



2/ R=06ésM 10 az eredd egy eropar.

3/R”AM llyenkor Y =90°éscosY =0, vagyis: M R = 0.(Ez az eset fordult €l6 a sikbeli erdk
vizsgdlatanal). Skalarisan: X Mx+Y My +Z Mz =0

Ilyen esetben az erd és az erdpar egyetlen erdvé redukdhatd (Specidis ponton amend centralis
egyenes).

A i i
centralis
A A egyenes
R R
il gl
- r r 4
M - R R R
 J
45. dora
4./ R M 10. llyenkor az erérendszert un. er6csavarra redukaljuk a kovetkezokeppen:
i
Centralis
eCyenes
M
il il
' F |
R

46. dbra

M =M cosf ésM =M sinf

A centralis egyenes egy specidlis pontjaba mutatd helyvektor (r ) meghatarozésa: Az abréabol |athatéan: r
X R=M.

Ha mindkeét oldalt megszorozzuk R-€el, és a kettds vektor-szorzat kifejtés tételét alkalmazzuk:



Rx(rxR)=RxM2ésr|RP-R(rR)=RxM2
derrR=0,metr*R
(Ezert valasztottunk olyan specidisr vektort, amely merdleges R vektorra.).

lgy r=(RxM2)/|RP

Mivel R és M vektorok parhuzamosak, szabad mindkét oldalhoz hozzaadni (R x M1) / |R]? = 0 vektort,
igyr=(RxM2)/|RP+(RxM1)/|RPezzel r = (Rx MO) / R~

5/R=06ésM = 0. llyenkor az erérendszer egyensulyban van.



1.10 Sikbeli erGrendszer ereddjének meghatarozasa szerkesztéssel:
1. kdzvetlen aton

2. kotélsokszdg utjan.

1. Eredd szerkesztése kzvetlen Uton

A merev test A pontjdban F1, B pontjdban F2, sth. kdzos sikba esd erék hatnak. Hatérozzuk meg az
erfrendszer ereddjét szerkesztéssel!

47. dbra

Az eredd vektora a vektorpoligonbdl, az adott erdk vektorainak geometriai 0sszegzésébdl - fuggetlendl
az erdk Osszetevésenek sorrendjétdl - meghatérozhatd. Ezzel szemben az eredd helyének, ill. a
hatasvonal egy pontjanak a meghatérozasahoz az erdparalelogrammatétel ismételt alkalmazasaravan
szilkség, amelynek menete:

Fl+F2+F3+..+Fn=R

F12+F3+..+Fn=R

F123+..+Fn=R

Az erbrendszer ereddjének szempontjabdl harom jellegzetes esetet kil onboztethetlink meg:

a./ Az adott erdrendszer ereddje egy erd



b./ Az adott er6rendszer ereddje egy erbpar
c./ Az adott erdrendszer egyensulyban van.
2. Eredd szerkesztése kotél sokszog atjan

A merev test A pontjaban F1, B pontjaban F2 erd hat. Hatarozzuk meg az eredot!

|

48. dbra

A vektorpoligonbdl az eredd R vektor kiadodik: F1 + F2 = R. F hatasvonala keresztlilmegy F1 és F2
metszéspontjan, de az most nem hozzaférhetd. Ezért az adott erdkhoz tetszblegesen valasztott, de
alkalmasiranyu - az adott erdkkel j6 metszddéseket biztosito - K1 és (-K1) erdkbdl alé egyenstlyi
erfrendszert adunk (4. alaptétel alapjan). Ennek értelmében modositjuk a vektorpoligont de Ugy, hogy a
K1 vektort az F elé soroljuk: K1+ F1+ F2 + (-K1) = R.

A K1, (-K1) erérendszer felvételével az eredd hatasvonadnak egy pontjat, az M pontot volt célunk
megszerkeszteni. Ezt a célt azonban bizonyos egyszerGsitéssel is el érhetjuk:

1./ A vektorpoligonban felesleges a (-K1) és az OO1 = R vektorokat megrajzolni, mert az eredd vektora
mint az F1 és F2 vektorok dsszege is kiadodik.

2./ Feledleges a (-K1) erd hatadsvona & kilon kihangsulyozni, mert ez a hatasvonal K1 hatdsvonalaval
egybeesik, igy az M metszespont mint aK1 és K3 erdk metszodése adodik.

Az eredd szerkesztését gépiesen a kovetkezd modon végezziik:



1./ Az adott erdkbdl folytonos nyilfolyammal vektorpoligont szerkesztiink. Az eredd vektoraa
kezdbponttdl a végpontig terjed (nyilltkzéssel).

2./ EQy tetszdlegesen felvett O pontbdl (pdlus) a vektorsokszég vektorainak kezdd, ill. végpontjaihoz
egy-egy egyenest (sugér) huzva a vektoridomot alitjuk elo.

3./ Megrajzoljuk a kotélsokszoget Ugy, az F1 vektort megel6z0 K1 sugarral parhuzamosan rajzoljuk az
F1 hatdsvonaé megel 6z0 elsd kotéloldalt, majd az F1 hatdsvonaldn adddd metszéspontbdl folytatjuk a
szerkesztést Ugy, hogy e ponton keresztiill parhuzamosat hiizunk az Fl1-et koveto, illetve az F2-t

megel 6z0 K2 sugarral. igy nyerjiik sorra atovabbi kotéloldalakat, végil a koté sokszdg utolsd utolso
oldal a természetesen az utolso vektort kévetd sugarral parhuzamos.

4./ Az elsd és az utolso kotél oldal metszéspontjdban az eredd vektoraval parhuzamosan rajzolt egyenes
adja az eredd hatasvonalat.

Az Osszetartozo vektor- és kotél sokszogek reciprok alakzatok:
1./ A kotélsokszog egyes oldalai parhuzamosak a vektorsokszog megfeleld vektorsugaraival.

2./ A kotélsokszogben két erd és a kozottik fekvd kotel szakasz haromszoget alkot. Ennek a
haromszdgnek a vektorsokszogben egy pont felel meg, amelyben a haromszoget alkoto erdkkel
parhuzamos vektorok metszik egymast. Pl. az F1, F2 és K2 dtal alkotott haromszognek a vektorsokszog
b sarokpontjafelel meg.

3./ A vektorpoligonban két vektorsugar és egy erd vektora haromszoget alkot. Ennek a haromszognek a
kotél sokszbgben egy pont felel meg, melyben a két vektorsugarral parhuzamos két kétéloldal az erd
hatasvonal an metszodik.

Az erGrendszer ereddjének szempontjabdl a kovetkezd harom esetet kil 6nboztetjik meg:

1./ Az erdvel egyenértékl erGrendszer vektorsokszdge is és kotél sokszdge is és kotél sokszoge is nyitott
(az elsb és utolso kotéloldal metszodik).

2./ Az erfparral egyenérték( erbrendszer vektorsokszoge zart, kotél sokszoge nyitott (az elsd és az utolsd
kotéloldal parhuzamos).

3./ Egyensllyi erGrendszer esetén a vektorpoligon is és akétélpoligon is zart (az elsd és az utolso
kotéloldal egy egyenesbe esik).

Egy adott erdrendszerrel egyenstlyt tartd erdk meghatarozasa kotél sokszdg segitsegével



1./ Parhuzamos erokbdl allo erdrendszer esetén

Adott egy erd vektora (F) és két, vele parhuzamos erd hatasvonala. Szerkesszilk meg a két adott
hatasvonalon makddo erdket agy, hogy a harom erd egyensulyi erérendszert alkosson!

49. dbra

Az adott erdre ragjzolt kitél sokszog két oldal & metszésbe hozzuk az adott hatasvonalakkal. A kapott
metszéspontok a zarooldalt adjék: ez megel6zi az elsb, ill. kdveti az utolso, jelen esetben a harmadik

erdt. A vektorpoligonban a zaréoldallal huzott parhuzamos az adott erd egyenesén megadja a keresett
két erct.

2./ Sikban szétszo6rt erdrendszer esetén

Adott F1, F2, F3 sikbeli erbrendszer. Hatarozzuk meg azt a P ponton atmend, ismeretien iranyu és
nagysagu A erdt, valamint azt ab egyenesbe esd B erdt, amelyek a hdrom erdvel egyensilyt tartanak.

F




50. dbra

A szerkesztés azon aapszik, hogy egyensuly esetén a vektorpoligon is és a kétélpoligon is zart. A

kotél sokszog elsd oldalét az A erd hatasvonalanak egyetlen ismert PA pontjan at kell rgjzolni. A
megszerkesztett kdtélpoligon a b egyenest PB pontban metszi. A zardoldal tehat PA PB egyeneslesz. A
vektorpoligon zarodasat Ugy érhetjik el, hogy a b-vel hizott parhuzamost elmetszilk az O pdlushal

hizott zaréoldallal parhuzamos egyenessel. A kapott metszéspont a B végpontjaés az A kezddpontja.
Az A végpontjatermészetesen az F1 kezddpontja.



1.12 A stlypont meghatéarozésa:

1. A stlypont fogalma

2. Helyvektoranak meghatérozasa

3. Vonalak, sikidomok, homogén testek stlypontjanak kiszamitésa

1. A stlypont fogalma

A Foldon [évd valamennyi testre a Fold vonzasabol és forgasabol szarmazo erd hat. Mivel ez ahatés a
test minden elemére kiterjed, igy egy térben megoszl 6 erérendszert alkot, amely-a Fold kézéppontjanak
nagy tévolsdga miatt-parhuzamos, fliggdleges iranyu elemi erdkbdl dl. Ennek a parhuzamos
erbrendszernek az ereddje atest silya. A stlyerdrendszer kozéppontja, az eredd tamadaspontja a

stlypont.

2. A sllypont szamitésa

51. dbra

A stlypont helyvektora:

~ Ur[ drm ) ur[ drm

= =
: Urdm M

ahol: m atest tbmege, r adm tomegelem helye.

a./ Hahomogeén tomegel oszl astl testrdl van sz6 (r=all.) akkor a stlypont helye atest geometriai alakjabdl



adodik,
ugyanisdm =r dV, igy:

f[ dm f[ pdv f[ dv 2LV,
Jan  [eav  [av Zv

=

Az igy kapott pontot helyesebb volna geometriai kbzéppontnak tekinteni, mivel térfogatra vonatkozik,
és csak testek esetén indokolt a silypont el nevezes.

A stlypont koordinata az adott térfogathoz kotott koordindtarendszerben:

. Jxav Zxv
© [av T
o ﬁf dv 2wV
o Jav Ty
L _ IE dv X7V
© Jav oz

A test szimmetriasikjai mindig &mennek a stlyponton. Néhany homogén test sulypontja:

- Gulavagy kup: az alaptdl szamitott negyedmagassagban levd és az alappal parhuzamos sikmetszet
sulypontjaval esik egybe. Természetesen rajta van atest stlyvonalan, vagyis az alapterilet sulypontjanak
ésagulaill. kap cslicsanak 6sszek6td egyenesén.

- Félgémb:

| ©
]




52. dora
b./ Sikidomok stlypontja

A slilypont helyvektora:

_ ﬁ dA _E[i Aj

== =
© [aa Za

A sulypont koordindta a sikidomhoz koététt koordinatarend-

szerben:
.- Jxda T
[aa  ZaA
o dven Ty
[aa  Za
. |z da _ZzA
S R '

A sikidom szimmetriatengelyei mindig amennek a stlyponton. Néhany sikidom sulypontja:

- Haromszdg: az oldalfelezdk metszéspontja, ill. a magassag harmada (az al aptdl).

- Négyszdg: az AC &6 bergjzolasaval nyert két haromszog stlypontja S1 és S2, a BD étl6 behlizasaval
nyert két haromszogeé S3 és S4. Az S1S2 és S34 egyenesek sulyvonalak, igy metszéspontjuk a
négysz6g sulypontjét adja.

- Trapéz:



b2

b2

53.

abra

- Soksz6g: alegegyszerGbben haromszogekre bontassal hatarozhatd meg.

54. dbra
- Korcikk: a szogfelezd sugaron van.
'y Z
Hg= ?
R
-
iy
55. dbra

Félkorlap esetén:
xs=4R/ (3p)

c./ Vonaak stlypontja




A stlypont helyvektora:

r[ cl 2L |
o= = =
-5
[a —z
A stlypont koordinatai:
ed gl
W_— X =
S
[a =y
~ f‘fd| _E'!-"ili
o= =
Taz
. fz d 2z,
S: j—
Ta z
Néhany vonal sulypontja:
- Egyenes vonadarab: a felezGpontban van.
- Koriv: a szogfelezd sugaron van.
' yz= R Sin e
oL
=
5
-
Hy
56. dbra

Félkoriv esetén: xs= 2R/ p.




Az egyszer(l részekbdl dsszetett homogeén test, sikidom, tértvonal stlypontjanak kiszamitasi menete:

1. Célszer(ien valasztott koordinétarendszer felvétele

2. Az Osszetett test, sikidom, tortvonal felbontasa egyszerl részekre

3. A részek sulypontjainak meghatarozasa

4. Behelyettesités a megfeleld képletbe

6. A kapott sulypont bergjzolasa az dbraba

3. Sikidom stlypontjanak szerkesztése

A sikidomot olyan részekre bontjuk, hogy az egyes részek teriiletének nagysaga es sulypontjanak helye
egyszerlen adodjék. Az egyes sulypontokban ateriletekkel aranyos parhuzamos erdket vesziink fel.
Ezek megszerkesztett ereddjenek hatasvonala silyvonal. Mad az erérendszert elforgatjuk-célszeri 90°-
kal-, ésismét megallapitjuk az ereddt. A két eredd metszéspontja a parhuzamos erdk kdzeppontja, ill. két
sulyvonal metszéspontjaként a stlypontot adja. A 90°-kal val o elforgatas azért célszer(l, mert igy akét

kotélsokszog szamara csak egy vektorpoligont kell rajzolni. Az egyik kotélpoligon oldalai
parhuzamosak a megfelel6 vektorsugarakkal, a masikéi erre merdlegesek.

(1
1Pl D e TR |
i A -E»I
A1T %F ;
1 N2 A2 ¥ 3
Ny
57. ébra

4. Az elsBrendd, vagy statikai nyomaték

A sulypont koordindtait meghatarozo képletek szamlaloi a geometriai testek, sikidomok, vonalak un.
elsbrend( vagy statikai nyomatékai. Ezekben az elemi térfogat, feltilet, vonaldarab egy tavolsaggal valé
szorzata, ill. annak integralja szerepel. A tavolsagot képezhetjik egy tengelytdl vagy egy siktdl, igy



beszélhetlink sikra vagy tengelyre vett statikai nyomatékrol. A kildnb6zo el sdrendd nyomatékok kézdl
jelentdsége a sikidom statikai nyomatékanak van. Ennek meghatarozasa:

Wy

S, = [yda  [mi
o S,=[xda [

58. abra

Az egyesx ésy hosszak, tehat az x ill. y is el§jeles mennyiségek, igy a statikai nyomaték |ehet pozitiv
vagy negativ.

Osszefoglalva: Vaamely sikidomnak egy tengelyre szamitott statikai nyomatékan a sikidom teriiletének
és a sllypont tengelytdl mért tavol sdganak szorzatét értjuk. Eqgy sikidom tetszdleges tengelyre vett
statikai nyomatékéat Ugy is meghatarozhatjuk, hogy a sikidomot részekre bontjuk, majd a sikidom
részeknek az adott tengelyre vett nyomatékat algebrailag dsszegezzik.

Nyilvanval 6, hogy ha

[xaa=0

akkor x = 0, astlypont tehat az y tengelyen fekszik. A sikidom sulypontjan &mend egyenesre, vagyis a
sulyvonalra szamitott statikai nyomaték mindig zérus.



1.14 A slrl6dés jel enségének vizsgdlata

1. Alapfogalmak, dsszefliggések

2. A surl6dés kupjanak megszerkesztése Gorduliellenall as.
K 6tél stirl 6dés.

1. A nyugvasbeli és a mozgasbeli sirlodas

A kényszerek targyalasandl az egymassal érintkezd testek felszinét teljesen simanak tekintettik. Ennek
megfelelden a megtamasztasndl a tokéletesen sima fel Uletek egymast kol csondsen a kdzos normdlis
iranydban nyomjak. Az érintdsikban nincs kolcsonhatas. A feltevést azonban csak kdzelitden tudjuk
megval bsitani, mert a val 6sdgban a testek felszine kisebb-nagyobb mértékben mindig érdes. A felszinek
ilyen fizikai allapota miatt az egymassal érintkezi testek az érintdsik irdnyaba esd e mozdul assal
szemben is ellendllast fejtenek ki. Ez ajelenség a strl0das.

Haavizszintes sikra helyezett testre csak G stlyerd hat, atest egyensulyban marad, akar érdes atest,
akar sima. Ha a stllyerdn kivil egy vizszintes F erd is hat, akkor az tokél etesen sima érintkezesi
felszinek esetén elmozditana atestet. A val0sagban - az érintkezd felszinek érdessege miatt-az F erd
hatasara fellépd surlodas miatt a test egyensulyban maradhat.

Y
F
r — i
S
-=ipf
77
(>
59. dbra

Nem "nagy" F erd esetén atestet a nyugvasbeli surlédderd tartja egyensilyban (S=F). Ha F nagyobb a
|ehetséges surl6dé erdnél, atest mozgasnak indul. A mozgéas folyaman [ép fel a mozgasbeli surl6dés..
Azaz beszélhetlink nyugvéasbeli és mozgasbeli surlodasrél.Ha a két érintkezd felllet pontjai egymashoz
képest nem mozdulnak el, akkor nyugvasbeli strlodasrdl van sz6, ha elmozdulnak egymashoz képest,
akkor mozgéasbeli surlodasrdl beszél ink.

Az dsszefliggések tisztdzdsara végezziink egy egyszer( kisérletet. A vizszintes alapon nyugvoé siklemez



kozepére merev testet helyezziink. Ezutan alemezt A pontja koril fokozatosan emeljik.

W 7

60. abra

A test alemezen egy darabig alemez dolése ellenére nyugalomban marad. Ha azonban alemez a
hajlasszige egy meghatarozott r értéknél nagyobb, atest alemez akotta lgjtdn megindul, és lecstszik.
(Haalemezre egy masik merev testet helyeziink, akkor ar hatarérték dtaldban megvaltozik.)

Rajzoljuk meg algjtbt a< r helyzetben, amikor a G stlyu test még nem csuszik le algjtdn, tehdt még
egyensulyban van.

61. dora
A testre haté egyensllyi erérendszer a G sulyerdbdl és avele k6zos hatasvonal U, egyezd nagysagu,
ellentétes értelmi K erdbdl all. A K kényszererd |gjtdirdnyd koordindtgét S-sel (surlédoerd), normalis
iranyu koordinatgjat pedig N-nel jeldljuk.
Az egyenslllyi egyenleteket alejtd és anormalisairanydbairjuk fel:
S-Gsna=0=>S=Gsdna

N-Gcosa=0=>N=Gcosa

akét egyenletbdl: S=Ntga.



Egyensily addig van, amig alejtd hajlasszoge nem Iépi tll ar hatarértéket, azaz a<r .A testet algjtd
iranyaban egyensilyban a sirl6doerd tartja. Ertéke a lejtd hajlasszogével emelkedik, de csak az N tgr
értékig, mert amint alegjtd hajlasszoge ar hatarértéket atlépi, atest mozgasnak indul.

Osszefoglalva:A test nyugalmi helyzetében is ébred strl6das, az tn. nyugvasbeli strlodas. 1lyenkor a
surl6do erd nagysaga éppen akkora, amekkora az egyensuly biztositasahoz szilkséges, de nem lehet egy
meghatarozott értéknél nagyobb: S < N-tgr ahol: tgr = S/ N = m anyugvasbeli surlédéas tényezdje. A r
sz0g afellletek érdességére jellemzd. Meghatérozasa az €l 6bb emlitett |ejtokisérlettel torténik. A lejtd
hajl asszogét addig noveljiik, amig aréhelyezett test épp az elmozdul s hatérhelyzetébe keriil. igy: S<m
N

A surl6doerd ilyen modon val 6 szamoléasa Coulomb-tél szarmazik. Ebben az értelemben szokas
Coulomb-féle surl6déasrol beszélni.

A mozgasbeli surlodés

Haalgtd hajlasszdge tullépi ar hatart, atest alejtdon lecsiszik. Az ilyenkor fellépd mozgéasbeli
surlodoerd a két test relativ sebessegével dlentétes értelmi. Nagysaga fligg a normalis erdtdl, afellletek
fizikai dlapotétdl, a mozgas sebességétdl. (Ha két széraz -kenés nélkili-érdes fel Ulet mozog egymason,
akkor a sebességtdl fliggetlen strlédéerdvel szamolhatunk.)

Ebben az esetben a kényszereri két komponense kozétti dsszefliggés: S= m N ahol: m a mozgasbeli
surlodas tényezo.

A nyugvésbeli és amozgasbeli surlédas dsszehasonlitasa

- A nyugvasbeli és amozgasbeli strlédas tényezd atalaban nem egyenl 6 egymassal. Rendszerint: m <
mO , vagyis a szokasos anyagu testeknél azonos N esetén a mozgasbeli surlodoerd altal dban kisebb, mint
anyugvasbeli surlodoerd volt.

- A nyugvasbeli sirlédas értékét egyenl tlenség, a mozgasbeli sirlddasét egyenldseg fejezi Ki.

- A nyugvasbeli strlodéasra az egyensily fenntartadsa érdekében van szilkség, mig a mozgasbeli sirlodast
amozgas hozzalétre.( A nyugvéasbeli sirlodast az érintdsikba esd erd éoreszti.)

A val6ségban amikor Uzemszer  korulmények kézott mozognak fel liletek egymason, a sirlddast
kétfél eképpen szokas modellezni:

- Coulomb-féle surlédéassal, amikor feltételezzik, hogy az érintkezi felliletek szérazak, kdzottik
folyadék vagy més kenBanyag nincs.

- Folyadéksurl6dassal, amikor akét felllet kdzotti részeket valamilyen folyadék, kendanyag tolti ki.



Ilyenkor afellletek relativ mozgasandl afolyadéknak jelentds szerepe van.

A val 6ségos esetek tulajdonképpen mindkét model It magukban foglaljak agy, hogy nyugvo surlddas
esetén afellleteket dsszenyomo erd mintegy kipréseli afolyadékot, és ezért inkabb a szaraz surlodas
esete valosul meg. Mozgés esetén amozgo felllet "Uszik™ afolyadékfilmen, ezdltal a stirlodoerd kisebb
lesz. Mindez indokolja, hogy m < mO.

2. A sUrlédés vizsgal ata szerkesztéssel

A felllet érdességét a szamito eljarasokban am ill. amoO tényezdve jellemezzik, a szerkesztd
eljardsokban pedig a surlddas kupjaval, amelynek félcsticsszdge rO:

- Nyugvasbeli strlodés esetén egyensily csak akkor |ehetséges, ha a kényszererd az érintkezés
normdlisa korll 2r0 cstcsszoggel szerkesztett sirlédasi kup palastjan beltl marad (S < N tgrO0).

- Az elmozdulas hatarhelyzetében a kényszererd a kup palastjarailleszkedik, azaz valamelyik akotoval
esik egybe (S= N tgr0).

- Mozgasbeli surlddés eseten a reakcio mindig egybeesik a strlédas kup paléstjanak valamely
alkotdjaval (S= N tgr).

Napd

62. dbra
Az Onzérés feltétele

Megdllapitando, hogy arajzolt szerkezet milyen k = kO karhosszlisag mellett lesz onzard. Onzérés esetén
a k0 vagy anna nagyobb karon barmekkora er6 mikodhet, a bilincs nem mozdul el.



63. dbra

a./ Megoldas szerkesztéssel: a bilincs lefelé akar elcstiszni, a strlddoerd irdnya csak argjzolt lehet. Az
elmozdulas hatarhelyzete miatt areakciok a szélsd alkotdkkal esnek egybe. Az F erd hatésvonala at kell
menjen a kényszererfk hatédsvonalainak metszéspontjan. Ebbdl a feltételbdl a kO kar hossza
meghatérozhato.

b./ Megoldas szamitassal:

N1-N2=0=>N1=N2=>S1=S2=mON

MON1+mON2-F=0(2

SzummaMi(A) =mON2d+N2h-(k0O+d/2)F=0(3)

(2)-b8l F=2mON

(3)-ba beirva a kapott tsszefliggéseket, és N-nel egyszer(sitve:
MOd+h-2mO0k0-3m0d/2=0=>h-2m0k0=0=>k0=0.5h/moO.

3. GordulGellenallas

Vizsgaljunk egy gorduld kereket. Barmely forgastestnek sik fellileten val 6 gordil éséhez szilkséges
kovetelmeény az, hogy €bredjen surlodas, ill. sirlodoerd atest és asik kdzott. A gordild kerék bizonyos
mértékig belapul és benyomadik az érintkezd feliletbe. gy az elméetileg keletkezd koncentralt
reakciderd helyett egy megoszl 6 reakci6-erdrendszer keletkezik, amelynek ereddje f tavol saggal
eltol6dik a haladas iranyaba a kerék kdzépvona dhoz képest. Ez az f a gorduld ellendlléas karja[m].
Ertéke kisérletileg &l apithaté meg.



64. dbra

Ismert G és F erd. Hatarozzuk meg a gordiliellenallas karjat!

N f-Sr=0=>f =Sr/N emozdulas hatérhelyzetében

Osszefoglalva: gorduléskor atestek deforméci6janak kovetkeztében a mozgéssal szemben fellép egy
ellendllas, az Un. gorduliellendllas. A kerék gorditéséhez atengelyen F vizszintes er6t alkal mazunk:



Az elmozdulés hataran:
Gf-Fr=0=SM(A)
innen:

F=Gf/F

az alegnagyobb erd, amelynek hatasara a kerék még éppen nyugal omban marad. Nagyobb sugér esetén
kisebb a gorditéshez szilkséges F erd.

A kerék egyenletes gordiléséhez M nyomatéku erdpart alkalmazunk:

M=fN

A nyugalom feltétele:



Nf3M
4. A kotélsurlodés

Egy kotél akodzépponti szognek megfeleld iven nyugszik érdes hengerfeltletre hajlitva. Teljesen sima
hengerfelszin esetén a kotél anagyobb erd irdnyaba megesiszik. Erdes felszinné viszont a henger és a
rafeszil 6 kotél kdzott strlodoerdk éorednek, amelyek a mozgast gatoljak, esetleg meg is akaddlyozzak.
Az elmozdulés hataran, az egyensuly hatérhelyzetében a kotél két agaban hat6 erdk kdzotti Gsszefligges:

K=l e“ﬂ&

o

68. dbra

ahol
m : aslrl6dasi tényez0 a kotél és a henger kdzott

a: afelfekvo kotélkerllet kbzépponti szbge [rad].



8. lgénybevételek
8.1. A feszliltség fogalma

A tartokra hato erdket két csoportra bonthatjuk. A szerkezet 6nsllya, a kiilsd hatdsokbdl szarmazo erok,
azaz aterhelés, valamint areakciok alkotjak a kiilsd eroket, ill erbrendszert, amely egyenstlyi, azaz:

SE=06ésS(rxE)+SM=0

Beszélhetiink belsd erdkrdl is, amelyeket akkor kapunk meg, amikor atartot valamelyik keresztmetszete
mentén gondolatban kettévagjuk. Az elvagott keresztmetszetben egy fel lilet mentén megoszl6
erfrendszer mikodik - amely amésik tartorész hatasanak a kovetkezménye - , ami biztositja a tartérész
egyensulyat. Ennek a keresztmetszet fel liletén megoszl 6 belsd erbrendszernek afajlagos értéke, az
erdintenzitas-vektora afesziltseg, amely tehédt a keresztmetszet 1 mz-ére hat6 belsd erd: p [N/mz].
Ennek ereddjét a keresztmetszet sulypontjaban igénybevételnek nevezzik. A tartok méretezesenél
mindig az igenybevételek meghatarozasara torekszink.

8.2. Az igénybeveétel definicigja és meghatarozasa

Keressiik egy rud alaku tarto egyik kijel0lt keresztmetszetének az igénybevétel ét. Evégbol arudat az
eddigiek szerint a vizsgédlandd keresztmetszet mentén keét részre vagottnak képzeljuk.

Az elhagyott bal oldali radrészre hatd erérendszernek a megmarado rud elvagott keresztmetszetének
sulypontjba redukalt vektorkettdse:[F;Ms ].Ha pedig ajobb oldali erérendszert redukaljuk az S pontba,
akkor a kapott [F;Ms ] -re fenndll a hatés-ellenhatas torvényénél fogva F=F ésM =M’ . Ezt az F(F)
eredd erdt ésaz M(M') nyomatékl erdp& aacu keresztmetszet igénybevétel ének.

Altaldban tehdt: Egy keresztmetszet igénybevétel én a keresztmetszet egyik oldalan 1év6 erérendszernek
a keresztmetszet stlypontjaba val 6 redukdtjat értjuk. (Ez egyenértékl a keresztmetszet mentén miokodo
belsd, megoszl 6 erdrendszernek a keresztmetszet stlypontjaba szamitott ereddjével.)

8.3. Azigénybevétel fajtai

Bontsuk fel az F és Ms vektorokat a koordinatatengelyek szerinti 6sszetevokre (vagyis a keresztmetszet
sikjaba esd és arra merdleges komponensekre):

F=Xi+Y][+ZkésM =Mxi+My|+Mzk

Az erBrendszer redukaltjat tehét hat tényez0 jellemzi. Ebbdl harom egy-egy erd, melynek kdzos
tamadaspontja a keresztmetszet stlypontja, hatasvonaluk pedig azonos a felvett koordindtatengel yekkel.



A masik harom egy-egy erdpar, melyek az x, y és z tengely korul forgatnak.
Ha az OsszetevOk kozul csak egy nem zerus, akkor alapigénybevételrdl beszél tink.
Alapigéenybevétel ek:

1. Hacsak az X # 0, azaz az erd a keresztmetszet sikjara merdleges, akkor az igénybevétel hizas, ill.
nyomas (X = N).

96.. dbra

2. Hacsak az Y#£0, vagy csak Z#0, vagy egyik sem zérus, vagyis az eredd a keresztmetszet sikjaba esik,
akkor az igénybevétel nyiras (Y = V).

97. abra

3. Hacsak az M #0, azaz az eredd erdpar a keresztmetszet sikjara x merdleges tengely kordl forgat,
akkor az igénybevétel csavaras (M = Mt).

-::_’f_:]::

08. abra



4. Hacsak My #0, vagy Mz #£0, azaz az erdpar a keresztmetszet sikjaba esd tengely korul forgat, akkor
az igénybevétel hglités (M = Mh).

99. abra
Az igénybevételi abra

A tart6 hossztengelye mentén abrazolt alapigénybevétel eket igénybevételi dbraknak nevezzik:

N o)

M g
-

Vog
-

il
-

Pt
! :
100. abra

Elgjelszabaly

Az igénybevételi dbrak rajzolasakor kovetkezetes el §jel szabalyt kell betartanunk. Az el §jelnek
fuggetlennek kell lennie attdl, hogy az aborék rgjzolasat balrdl vagy jobbrdl kezdjik. Az alkalmazott
€l 6jelszabaly:



balrdl Jobbral balrdl [obbral
N -] I e T
Mh L J— o —
Mt — ] — —_— Je—
101. dbra

A pozitiv el6jel 0 mennyiségeket mindig az adott igénybevételi dbra zérus vonala félé mérjik, mig a
negativakat al&

5. Osszefliggés a ter helés és az igénybevétel ek kozott

Terhelje arudat az xy sikban olyan egyensulyi erérendszer, mely a koncentralt és megoszl 6, aktiv és
passziv, de aradra merdleges erdkbdl all. (71. aora)



v pd

;X

71. dbra

A hajlitonyomaték és a nyirderd kdzotti analitikus dsszefliggés megdllapitasa végett képzeljink a rudbal
kivagva egy az x keresztmetszet utan kovetkezd dx darabot. (72. abra)



NRG
A Y O+ gy
Mg ------ ). M+ dM
adx
72. dbra

Az demi radrész bal oldali végét az 24 & ¥ nyiréers terhdli abalrdl dlhagyott ré.uacu az 24+ &4

hajlitonyomaték ésa ¥ + &V

nyiréerd ajobb oldali elhagyott rudrész hatasaképpen. Ezenkiviil az elemi ruddarabot még a megoszlo

terhelés réesd P47

M =0
% : §Zﬂ=0

A nyomatéki egyenletet az elemi rudrész jobb oldali keresztmetszetének S pontjan &mend ésargz
sikjara merdleges tengelyére irjuk fel

M-(M+M)-Vdx-p .:fx%x= 0

Az utolsd tagot mint mésodrendl kicsi mennyiséget elhanyagolva:

aMm

dx

v



kapjuk, azaz: a nyiréerd fliggveénye a hajlitdnyomaték fliggvényének x szerinti elsd
differencid hanyadosanak negativja.

A mésik egyensulyi egyenlet:

dlm

—=p
ebbsl &%

Vtpdz—(V+dl)=0

azaz anyiroerd fuggvényének az x szerinti elsd dervialtja aterhelés fliggvenyét adja.

A két fenti 6sszefliggeshdl:

dx’ -

A terhelés és az igénybevétel ek kozotti Osszefliggés integrd formaban:

ﬂ:;}[x:l F=VD+-|-FIII':|E£I
A dx Osszefliggést integrlva: ¢
(ahal Y anyiréerd kezdeti értéke) sz - D:I adodik.
ﬂ:_y ;.;j M=MD—_|-VI[J:?I.:1’;':
A dx Osszefliggést integralva ¢
adédik, ahol Mg ahajlitényomaték kezdeti értéke (x - D)

A fenti 6sszefliggések az Un. Zsuravszkij tételek.

Mindezek alapjan, ha az adott tartot terheld egyensilyi erdrendszert ismerjik (arendelkezésre dll6
egyensulyi egyenletekbdl az ismeretlen reakciderdket meghatéroztuk), akkor atartd terhel ésének
ismeretében integralassal megkaphatjuk aV nyiréerd abrat, és ebbdl - ugyancsak integralassal - a
hajlitonyomatéki abrat.

Az dsszefuiggések megallapitasand gy mentiink &t az * -hez tartozo * + X w0 megoszl 6 terhelés



volt atarton, vagyis koncentralt eré helyén nem haladtunk &. Ennek megfelelden atartét terhel
koncentrdlt erdt olyan - igen kis szakaszon megoszl6 - nagy intenzitésu terhel ésnek kell tekinteni,
amelynek ereddje a koncentralt erd. (73. abra)

dx

73. dbra
F=lim phx
A

Ahol atarton koncentralt erd hat, ott a koncentralt erd iranyanak megfelelden - ha atarton balrdl jobbra
haladunk - felfelé mutaténal pozitiv, lefelé mutaténdl negativ irdnyl szakadés keletkezik a nyiréerd
abraban. Ennek a nagysaga a koncentralt erd értéke.

Haatarto valamely keresztmetszetében koncentralt erbpar makodik, akkor ezen a helyen a nyomatéki
abraban szakadas keletkezik. A szakadas nagysaga a koncentralt erdpar nyomatékanak értéke. Pozitiv
iranyu az ugras, ha - atarton balrdl jobbra haladva - a koncentrélt erdpar nyomatéka a megmarado
tartorészekre pozitiv.

AF (%), Vx) &M (%) fliggvények kozétti differencidlis kapcsolat kovetkezményeit az |. tabla

. tabl azat



r(x) 7(x) M(x)
0 0 alandd
alandé
20 linearis
alandé linearis masodfokl parabola
linedris masodfoku parabola harmadfokU parabola
sth.
A parabol &k tengelye aradra merdleges iranyu
M| x
=) —V(x)=0
Ahol  &x , ott a hajlitonyomatéknak helyi szélsbértéke van. A maximdlis
Mo = | M |

hajlitonyomatek -

Az egyes abraszakaszok illeszkedését a ll. tablazatban foglaltuk Gssze:

1. téblzat
Terhelési dora V dbra M &bra
p -ben szakadas toréspont k6z0s érintd
koncentrélt erd szakadas toréspont
koncentrélt erdpar k6z0s érintd szakaszad

6. Tartok igénybevételi abrainak ésflggvenyeinek meghatar ozasa koncentralt

er ok és erdparok eseténben

1.) Hatédrozzuk meg a 74. bran vazolt tarto igénybeveételi doréit!




F, =400 N
H L 4 -,
C 4m 0.Bm E
INI
- 240
T '-,.r-Ir ’;"__
{—) |mal -0 "
- -
H AT ST
74. dbra

ElsO |épésként hatarozzuk meg atartot terhel 6 egyensilyi erérendszert.

Az egyensulyi egyenletek:

¥ =10 A-F —B=0 A=240 ¥7T
i 1
_}
> M, =0 A1-400.06=0 B=160 ¥ T
IR

Mivel atartén megoszl6 terhelés nem makaodik, csak koncentralt erdk hatnak, a nyiréerdabra dlando
szakaszokbdl, a nyomatéki abra egyenesekbdl fog alni.

Az igénybevételi dbrakban az A, £ oés B erdk helyén lesz valtozas. Ezen helyeknek megfeleld
flggoleges egyeneseket az igenybevételi abrak megrajzolasa el 6tt méar hiizzuk meg, mert ezek
"emlékeztetnek" avatozasokra

Masodik |épésként rajzoljuk meg anyiroerd abrat. Az A keresztmetszettdl balra nyilvanval 6an zérus
ertékd anyiroerd. Az A keresztmetszetben A = 240 N nagysagu felfelé torténd ugrés kovetkezik. Ez lesz



B g 1 =400 nagysagl negativ irdny( ugrés kovetkezik, mert

E=160N

anyiréerd értéke egészen az Fl

lefelé mutat. A nyiréerd U az érték nem vatozik atartd végéig, ahol
nagysagu pozitiv ugrassal zérussa valik anyiroerd.

Harmadik |épés a nyomatéki dbra meghatarozésa. Tudjuk, hogy az A csukldban a nyomaték zérus.

A- 7, o

Mivel az szakaszon a nyiréerd alandd, a nyomatéki dbra egyenes. A nyomatéki dbra

A-F

keresztmetszetbeli értékét Ugy kaphatjuk meg, haanyiroerd dora 1 szakasza aatti

877 =240-04 =35 Mo 4ot etnek megfelel értéket az A pontbeli nyomatékértekbal (ez itt zérus)

A7) ol -

negativ iranyban - mivel
lemérjUk.

B

Az el6bb elmondottakbdl kdvetkezik, hogy a nyomatéki dbra - szakaszais
egyenes. Fl -beli értéket ismerjuk. Ha meghatérozzuk a B -beli értéket, az egyenes - két pontja
ismeretében - megrajzolhatd. A B keresztmetszetbeli értéket Ugy kapjuk, hogy az Fl -beli értékhez

pozitiv el 6jel U értékkel hozzaadjuk.

47 =-160-06=—36 N giqq (ﬂl g 0, ezért avatozés pozitiv). Mivel B-ben anyomaték
zérusra ado ellendrzésill is szolgdl, hiszen eldre tudtuk, hogy a B csukdban nem Iéphet fel nyomaték.



1]
H#EEI{H e u&?EkN N

i

75. ébra
2.) Hatarozzuk meg a 75. dbran véazolt tarto igénybevételi dbrait!

Mivel atartét terheld egyensulyi erdrendszer koncentralt erokbdl és erdparbdl al, anyiréerd abra
alland6 szakaszokbdl, a nyomatéki abra egyenesekbdl fog allni.

Az igénybevételi dorakban a koncentralt erbk és az erdpér helyén lesz valtozas. Huzzuk meg ezeknek a
helyeknek megfeleld fliggdl eges egyeneseket.

Masodik |épés a nyirderdabra megrajzolasa. Az A keresztmetszettdl balra nyilvanval éan zérus értékl a

nyiréero.

Az A keresztmetszetben <2 = 222 &V
B =3 kN

nagysagu felfelé térténd ugrés kovetkezik. Ez lesz a nyiréerd

értéke egészen az negativ iranyl ugrés kovetkezik (F 1 |efelév mutat!).

A nyiréerd (j értéke 220=3=075 kN,

Ez az érték nem valtozik egészen az 3 erdig, ahol £y =6 kN nagysagu, negativ ugras kovet



—0.75-6=06.75 &N £ 4 arték nem véltozik aB pontig, ahol 5=06,15 kN pozitiv ugréssal
zérussavalik és akonzo végéig zérus értékd marad.

Harmadik |épés a hajlitd nyomatéki abra meghatérozasa.

Tudjuk, hogy az A csukldban a nyomaték zérus, és az A-F szakasza al atti

A1 =225-15= 3,575 KN -1 il etnek megfelel értéket az A pontbeli nyomatékértéktdl (ez itt

zérus) negativ irdnyban - mivel 2 21 01 - lemérjiik. szakaszbeli egyenes irdnytangense més
&ték0. Az ©1 -beli értékhez pozitiv irdnyban hozzéadjuk 2 72 -t

AT anyiréeréébra P~ ¥y sakasza dlatti terilet:

AT =-0753=-225kN-m

Mivel 2 %2 0 pozitiv iranyban kel £ 2 -t mémit),

Hasonl 6an rajzolhaté meg a nyomatéki dbra =5 pai szakasza It

AT =-67515=-10]125 kN - .
Ezt pozitiv irdnyban felmérve a nyomatek értéke:

—L125+10125 =3 BN - »x

A konzolos szakaszon ez az érték dlando, mert anyiréerd zérus. A tartd végen M
M

& koncentralt erdpar
hat. E negativ iranyban kell mérni, mert atarton balrdl jobbra tovabbhaladva

keresztmetszetekre negativ hajlitdnyomatékot jelent. My -t lefelé mérve anyomaték értéke zérussa
valik, és mivel eljutottunk atartd vég nyomaték zérus kell legyen - ez egyben ellendrzésiil is szolglt
szamitasaink helyességére.

@ - atdle jobbralévd

7. Megoszl6 er drendszerrel terhelt tartok igénybevételi dbrainak és fliggvényeinek

meghatéar ozasa



1.) Hatarozzuk meg a 76. bran vazolt tarto igénybeveételi dbréit.

Tudjuk, hogy ahol atartén alandé megoszl 6 terhelés hat, ott a nyiréerdabra linearis, a nyomatéki abra
parabolikus lesz. A zérus megoszl 6 terhel ésli szakaszon a nyiréerdabra dlandd, a nyomatéki abra
linearis. A két szakasz hataran a nyirderddbraban torés lesz, anyomatéki abra két szakaszanak érintdje
kozos. HUzzuk be az el6bb emlitett keresztmetszeteknd az igénybevételi abrakba a fliggdleges -
emlékeztetd - egyeneseket.

A=c40 En=0s

=160H

' '_____‘_,..p-gg

76. abra

Rajzoljuk meg anyirderdabrét. A -tol balraanyiréerd zérus éntéka. A -ban © = 249 & pozitiv érték
Innen - eg& eac pontig - linearis. A C keresztmetszetbeli értéket megkapjuk, haaz A keresztmetszetbeli

ertékbdl leveonjuk a megoszl 6 terhel és alatti teriil etet (p & |efelé mutat!)

A" =pgy-2a=5000-08=400N nyirerd értéke 240400 = -160 N

keresztmetszeti nem valtozik ésitt B értékével zérussavalik.

.Ez az érték aB

A nyomatéki dbra megragjzolasahoz a nyiroerdabra linearis szakaszét helyettesitsik ket allando
szakasszal ugy, hogy afuggveny aatti tertilet értéke ne valtozzon és az dlando szakaszok alinearis
szakasz kezdd és végertékevel egyezzenek meg. (Az allandd szakaszokat a 76. abraban szaggatott
vonalla jeldltik). A két allando szakasz alinedris szakasz feléig tart.



Ezzel az egyszer(i fogassal e értik, hogy anyiréerd dbra csak allandé szakaszokbadl al. llyen
nyiréerdabrahoz méar tudunk nyomatéki dbrét szerkeszteni. A szaggatott nyiroerdértékekhez tartozo
egyeneseket a nyomatéki abrdbanis szaggatottan rajzoltuk meg. E két egyenes a val 6ségos nyomateki

M _

abra parabolikus szakaszanak kezdd és végérintdje. ( dx és az dlando szakaszok alinearis
szakasz kezdd és végértékével egyeznek meg!)

A parabolikus szakasz két pontjat és a pontbeli érintdke ismerve - a parabola mar megrajzolhato.

A nyomatéki dbranak helyi szélsbértéke ott van, ahol a nyiréerdabra zérussa valik. El6szor hatérozzuk
meg ezt a helyet. Ehhez irjuk fel anyiroerd figgvenyét.

A 77. bran sraffozott - balrd |évd - részt elhagyva a definicio szerint:

E"II;*:?I: A-pax

X— %y = i:@: 048w
2o 500



77. dora
Irjuk fel ahgjlitonyomatéki fliggveny értékét isaz x helyen.
X

MI:;':?I= —Ax+px E

A nyomaték értékeaz * = *2 helyen

2
X

M(xg)=~Azq+ Py 2= - ‘%‘: —240.024 = =575 N-m

(mert £o%o = 4 ).

A maximalis nyomaték helyének és nagysaganak ismeretében a nyomatéki abra mar megrajzolhato.



el § p=2S0H/m C .
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78. dbra

2.) Rgjzoljuk meg a 78. abran vézolt befogott tartd igenybevételi abrait.

|
El6szor hatérozzuk meg a reakcioerdrendszert. Befogasnal egy altaldnos helyzeti erd ( oy ) és
M.ﬂl

Az egyensllyi egyenletek:

3 X, =0 A,=0 4,=0
3Y, = A,-p12=0 A, =300H
ST M, =0 M,—p-12(0,6+06)=0 M, =360 M

Tudjuk, - aterhelés ismeretében - hogy anyiréerbabra egy alando és egy lineéris szakaszbdl al.



A
A nyomatéki dbralinedris és parabolikus szakaszokbdl dl. A nyirder6ébra kezddértéke ~* ™ a
nyomatéki & aacut

Rajzoljuk meg a nyiroerdabrat.

Az A-B szakasz dland6 =~ ~7* - pozitiv.

A B-C szakasz linedris és a végére ¥ 12=250-12=300N

lefelé mutat.

avaltozas negativ irdnyban, mert p

A nyomatéki dbra megragjzolasahoz a nyirderddbra linearis szakaszat helyettesitsik dlando (szaggatottan
rajzolt) szakaszokkal.

M, =360 Nm,

A nyomatéki dbra érteke A -ban Az A-B szakaszon linedris. A valtozas

30006 =130 Nem _ pecrativ iranyban, mert atertilet pozitiv.

A szaggatott nyierderbabra aatti teriilet: 300-0,6 =180 Nm , azaz anyomaték értéke a BC szakasz
felére zérusra cstkken és utana nem valtozik (szaggatott egyenesek).

A két érintd ismeretében a parabolikus szakasz megrajzolhato.
8. Gyakorl|¢ feladatok

A V. fgezetben foglaltak begyakorlasara minden magyarézat nélkil megadjuk az alabbi feladatokat és
végeredmenyUket.

1.) Hatérozza meg a 79. dboran vazolt kéttdmaszu tart6 igénybevételi doréit!



O&5m L 05m

AH o =160Nm

L

«  HA=1E0N .
B=160N

'T_‘L [M] ®

G ,
M = —-_________________—

79.8bra

2.) Hatérozza meg a 80. dbran vézolt konzolos tarto reakcioit és igénybevételi aorait:




L4 I=12m FL

80. dbra

jIFI \qq =1E0NM |
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81. abra

3.) Hatédrozza meg a 81. dbran véazolt befogott tarto reakcidit ésigénybevételi aoréit!
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